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Аннотация. В статье описываются трудности, возникающие при из-
учении темы «Скрещивающиеся прямые» — одной из сложнейших в 
школьном курсе геометрии. Выявляются трудности исторического и 
методического характера. Приводится краткий исторический обзор, 
связанный с наличием понятий «расстояние» и «угол» между скрещи-
вающимися прямыми в учебной литературе. Предлагаются пути пре-
одоления выделенных трудностей, как при изучении стереометрии 
школьниками, так и при изучении геометрии будущими учителями 
математики.
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Геометрия как учебный предмет в 
школе давно и прочно заняла 

свое место. Элементы геометрии 
присутствуют даже в курсе матема-
тики начальной школы, а к система-
тическому изучению этого предмета 
в настоящее время обучающиеся 
приступают в 7 классе. 

Бесспорно, геометрия вносит ве-
сомый вклад в разностороннее раз-
витие личности обучающегося. К со-
жалению, это не совсем точно оцени-
вается — прослеживается тенденция 
к занижению роли геометрии. Это 
выражается и в соотношении коли-
чества часов, отводимых на изучение 
(в классической школьной паре ал-
гебра — геометрия), и в прерогативе 
школьного учителя, когда в ситуа-
ции выбора раздела для дополни-
тельного занятия чаще предпочте-
ние отдается алгебре. 

Однако, по меткому выражению 
известного отечественного геометра, 
академика А.Д. Александрова — ос-
нователя петербургской геометриче-
ской школы: «геометрия в своей сущ-
ности и есть такое соединение живо-
го воображения и строгой логики, в 
котором они взаимно организуют и 
направляют друг друга» [1, с. 56].

Изучение современного школь-
ного курса геометрии разбивается на 
три логические ступени:

первая (5–6 классы) носит пропе-
девтический характер, в этот период 
происходит знакомство учащихся с не-
которыми геометрическими объекта-
ми, их простейшими свойствами, ино-
гда сопровождаемых доказательства-
ми; изучение геометрии имеет преи-
мущественно наглядный характер;

вторая (7–9 классы) заключается 
в систематическом построении пла- 
ниметрии;

третья (10–11 классы) подразуме-
вает систематическое изучение сте-
реометрии, в большинстве случаев 
на основе системы аксиом.

Одним из основных, имеющих ко-
лоссальное теоретическое и приклад-
ное значение, является вопрос, связан-
ный с исследованием взаимного распо-
ложения прямых в пространстве. 

Умение ориентироваться в случа-
ях взаимного расположения геоме-
трических объектов (двух прямых, 
прямой и плоскости, двух плоскостей) 
является показателем стереометри-
ческой грамотности обучающегося.

Под стереометрической гра-
мотностью мы понимаем видение 
взаимного расположения элементов 
фигур и самих фигур в пространстве, 
построение оптимального изображе-
ния необходимого ракурса и вынос-
ных чертежей, возможность измене-
ния изображения для достижения 
поставленной цели.

Известно, что прямые в простран-
стве могут быть параллельными, пере-
секающимися и скрещивающимися. 
Изучение параллельных прямых про-
исходит циклически, начинаясь еще в 
курсе планиметрии. Этапность соответ-
ствует ступеням изучения геометрии:

1.  Подготовительный (пропедев-
тический) — 1–4 классы.

2.  Регулярное изучение случаев 
расположения двух прямых на пло-
скости — 7–9 классы.

3.  Систематическое изучение вза-
имного расположения двух прямых в 
пространстве — 10–11 класс.

Кроме того, изучение параллель-
ных прямых в планиметрии проис-
ходит по схеме: дается определение 
параллельных прямых; рассматри-
вается вопрос о существовании пря-
мой, параллельной данной; изуча-
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ются приемы построения параллель-
ных прямых; вводится аксиома па-
раллельных (5-й постулат Евклида); 
изучаются свойства и признаки па-
раллельных прямых; решение за-
дач, связанных с отработкой навы-
ков применения изученной теории.

Скрещивающиеся прямые так 
обстоятельно и систематически в 
школьном курсе не изучаются! Поэ-
тому использование скрещивающих-
ся прямых при решении задач и до-
казательстве теорем представляет 
проблему как для школьников, так и 
для студентов. Отмеченное неблаго-
получие является следствием целого 
комплекса причин. 

В отличие от имеющей давние 
традиции в школьном обучении пла-
ниметрии, содержание раздела «Сте-
реометрия» в отечественных школь-
ных учебниках претерпело множе-
ство модификаций. Особенно это ка-
сается материала, связанного со 
скрещивающимися прямыми. Оче-
видный факт: материала о них вооб-
ще не было в содержании учебных 
пособий до определенного момента. 
Естественно, что такой исторический 
путь не содействовал лучшему изу-
чению соответствующего материала. 

Теоретические сведения, связан-
ные с взаимным расположением пря-
мых, в частности со случаем скрещи-
вающихся прямых, в материале 
школьных учебников присутствовали 
не всегда. Так, для учебников и учеб-
ной литературы по геометрии конца 
XIX – начала XX в. характерно нали-
чие четкой логической структуры, в 
которую входили основные неопреде-
ляемые понятия и система аксиом. 
Наиболее полную характеристику 
особенностей учебников этого перио-
да, на наш взгляд, представила 

Т.С. Полякова: «Первая [особенность; 
авт.] — авторы наиболее оригиналь-
ных учебников геометрии уделяли 
исключительно большое внимание 
истории геометрии, которые излага-
лись в отдельной главе (М.Е. Ващен-
ко-Захарченко) или рассматривались 
на протяжении всего курса в качестве 
примечаний и приложений к главам. 
Вторая — стремление их авторов при 
соблюдении требования строгости, 
сделать изложение школьного курса 
геометрии более ясным для понима-
ния учащимися.<…> Третья особен-
ность большинства учебников этого 
периода — наличие в них так назы-
ваемого общего отдела, содержащего 
наиболее интересные обобщающие 
задачи на вычисление и построение 
(А.Ю. Давидов). Наконец, четвертая 
особенность — единство стиля изло-
жения первых разделов планиме-
трии и стереометрии без учета воз-
растных особенностей учеников. Если 
при изложении первых разделов пла-
ниметрии значительное место зани-
мают интуиция и апелляция к опыту, 
то при изложении стереометрии в 
большей степени должна превалиро-
вать логика» [2, с. 439–440].

Особняком в учебной литературе 
этого периода стоит учебник «Эле-
ментарная геометрия» (1892) извест-
ного отечественного педагога-мате-
матика А.П. Киселева, автора «самого 
долгоиграющего» (26 изданий до ре-
волюции и 16 изданий — после) 
школьного учебника геометрии. Если 
взять этот учебник за начало отсчета 
(при анализе наличия материала, 
связанного с понятием «скрещиваю-
щиеся прямые»), то мы можем кон-
статировать, что в нем имелся мате-
риал, связанный со скрещивающими-
ся прямыми: автор рассматривает 
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только вопрос о нахождении угла 
между двумя скрещивающимися пря-
мыми. Основной акцент в содержа-
нии этого учебника сделан на изуче-
нии многогранников и круглых тел. 
Их изучению отводится около 60% 
теоретического материала учебника. 

В первые годы советской власти 
весьма популярным был учебник 
«Геометрия в пространстве» (Стерео-
метрия) Н.А. Извольского (1870–
1938), первое издание которого вы-
шло в 1913 г. Оглавление этой книги 
разделено на две части, но ни в од-
ной из них нет параграфа, посвя-
щенного скрещивающимся прямым. 
В главе «Параллельность в про-
странстве», автор лишь говорит: 
«Если две прямые не пересекаются и 
не параллельны, то мы их будем на-
зывать прямыми, не лежащими в од-
ной плоскости» [3, с. 5]. 

Все это не случайно, так как в то 
время на содержание школьной стере-
ометрии, существовали разные точки 
зрения, порой, весьма экзотические. 
Например, в пособии «Геометрия  
пространства» (1910), автором которо-
го являлся малоизвестный учитель 
Б.А. Маркович (1853–1915) — сын пи-
сательницы Марко-Вовчок, во главу 
угла ставилось применение движе-
ния для доказательства основных те-
орем стереометрии. Сторонником та-
кого подхода был Н.М. Душин (1885–
1930) — профессор Харьковского  
химико-технологического института. 
В 1923 г. он издал «Курс элементар-
ной геометрии», в котором продвигал 
идею фузионизма в изложении пла-
ниметрии и стереометрии, основан-
ный на идее движения.

Лишь в методическом пособии [4], 
авторами которого являются совет-
ские педагоги-математики Р.В. Ганг-

нус (1883–1949) и Ю.О. Гурвиц (1882–
1953), мы находим параграф «Скре-
щивающиеся прямые и их основные 
свойства», в котором излагается мате-
риал, максимально близкий к совре-
менному. Но судьба этой книги тра-
гична, она получила разгромные ре-
цензии и была выведена из использо-
вания в обучении геометрии.

Смоленский методист И.С. Альт
шулер, активно публиковавшийся по-
сле Великой Отечественной войны, 
центром тяжести стереометрии считал 
пространственные суждения. По его 
мнению, центральное место в стерео-
метрии должно отводится изучению 
взаимоотношений между основными 
геометрическими объектами: точка-
ми, прямыми и плоскостями. Вычис-
ление поверхностей и объемов он счи-
тал относящимся к алгебре (это шло 
вразрез с концепцией А.П. Киселева). 

Итак, первая выделенная нами 
причина неблагополучия — истори-
ческая, но мы полагаем, что не толь-
ко она влияет на затруднения при 
изучении материала, связанного со 
скрещивающимися прямыми. 

Вторая проблема — методиче-
ская. Систематизируем методиче-
ские трудности, характерные для из-
учения скрещивающихся прямых:

1)  видение пары скрещивающих-
ся прямых,

2)  осуществление параллельного 
переноса одной из пары скрещиваю-
щихся прямых,

3)  построение угла между скре-
щивающимися прямыми,

4)  нахождение угла между скре-
щивающимися прямыми,

5)  показ расстояния между скре-
щивающимися прямыми,

6)  нахождение расстояния меж-
ду скрещивающимися прямыми,
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7)  в случае невозможности визу-
ализации искомого расстояния — 
альтернативное решение векторно-
координатным способом.

Изучение скрещивающихся пря-
мых связано с упомянутым выше уче-
нием о параллельности. Так, определе-
ние угла между двумя скрещивающи-
мися прямыми дается в настоящее 
время после определения углов с соот-
ветственно параллельными сторона-
ми. Кроме того, возможно нахождение 
расстояния между скрещивающимися 
прямыми как расстояния между па-
раллельными плоскостями, содержа-
щими эти прямые.

Методические затруднения на-
блюдаются и при введении понятия 
угла между скрещивающимися пря-
мыми. Где и как вводить это понятие? 
Угол между скрещивающимися пря-
мыми — это не угол в том смысле, ко-
торый ранее уяснил ученик. Это не 
геометрическая фигура, а некая ве-
личина. Такое понимание угла дает-
ся в начале 10 класса. Оно трудно 
для усвоения и, возможно, несвоевре-
менно, так как уводит ученика в об-
ласть чисел от геометрии. Поэтому 
методисты советуют пожертвовать 
простотой в доказательстве теорем и 
решении задач, но сохранить «геоме-
тричность», возможность обращения 
к пространственному представлению 
и мышлению. Этой точки зрения при-
держивается авторский коллектив 
учебника [5] под ред. А.Д. Александ
рова. Но из-за этого доказательства 
теорем и решения некоторых задач 
становятся громоздкими.

Если понятие угла между скре-
щивающимися прямыми вводить до 
перпендикулярности прямых и пло-
скостей, то легче и проще, короче до-
казываются теоремы, решаются зада-

чи. Теория сразу получается логиче-
ски более общей и нет необходимости 
в дальнейшем переучивать (сначала 
говорят «пусть прямая а перпендику-
лярна плоскости α, А — точка их пе-
ресечения, прямая b принадлежит 
этой плоскости и не проходит через 
точку А, тогда прямая b не перпенди-
кулярна плоскости α. Далее, при тех 
же условиях утверждают обратное, а 
именно, что b перпендикулярна пло-
скости α »). Ситуация напоминает ре-
шение квадратных уравнений, когда 
сначала говорят, что при условии от-
рицательности дискриминанта урав-
нение корней не имеет, а при изуче-
нии комплексных чисел, при том же 
условии, наложенном на дискрими-
нант, утверждают, что корни есть.

Опыт преподавания показывает 
удобство компромиссного варианта, 
когда понятие угла между скрещи-
вающимися прямыми вводится по-
сле рассмотрения факта о том, что 
две прямые, соответственно парал-
лельные двум перпендикулярным 
прямым, перпендикулярны друг 
другу. И на основе понятия перпен-
дикулярных скрещивающихся пря-
мых проще доказываются теоремы и 
нет необходимости говорить об угле 
между лучами.

При нахождении угла между 
скрещивающимися прямыми можно 
использовать следующие способы:

1)  проектирование скрещиваю-
щихся прямых, между которыми 
ищется угол, на плоскость, которой 
перпендикулярна одна из этих пря-
мых с последующим нахождением 
синуса искомого угла;

2)  проектирование отрезка одной 
из скрещивающихся прямых на дру-
гую с последующим нахождением 
косинуса искомого угла;
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3)  параллельный перенос одной 
из скрещивающихся прямых до поло-
жения пересечения с второй из них;

4)  векторно-координатный спо-
соб, причем могут использоваться 
разные его подвиды: векторный, ко-
ординатный, с использованием на-
правляющих косинусов;

5)  способ, достаточно редко, но 
эффективно используемый — с помо-
щью тетраэдра (ищут значения длин 
шести расстояний между четырьмя 
точками, которые рассматриваются в 
качестве вершин тетраэдра);

6)  способ нахождения угла, при 
реализации которого используется 
расстояние между скрещивающими-
ся прямыми с использование доста-
точно редко применяемой формулы 
для вычисления объема тетраэдр: 
6V a b h sin= ⋅ ⋅ ⋅ ϕ , где а и b — длины 
скрещивающихся ребер тетраэдра, 
h — расстояние между ними, — иско
мый угол. 

Все это относится к школе, что каса-
ется вуза — имеется возможность ре-
шить любую из перечисленных задач-
проблем средствами аналитической ге-
ометрии, используя понятия смешанно-
го и векторного произведения векторов.

Не меньше проблем с введением 
понятия «расстояние между скрещи-
вающимися прямыми» и решением 
задач, связанных с его поиском.

Анализ школьных учебников раз-
ных периодов показал, что подавляю-
щее большинство авторов ограничи-
вается лишь констатацией определе-
ния понятия «расстояние между скре-
щивающимися прямыми». При этом 
можно отметить две тенденции.

Во-первых, это понятие дается 
как их общий перпендикуляр. Этот 
факт роднит большинство учебных 
пособий.

Во-вторых, поясняется, между ка-
кими геометрическими объектами 
следует искать этот общий перпенди-
куляр. А в этом месте происходит рас-
хождение методических точек зрения 
у авторов и авторских коллективов.

Некоторые авторы (З.А. Скопец и 
др. [6]; А.Ю. Калинин и Д.А. Терешин 
[7]; И.М. Смирнова и В.А. Смирнов [8]; 
В.А. Гусев [9] и др.) стоят на позициях, 
что это собственно общий перпендику-
ляр между двумя этими прямыми. 
Для них характерно определение 
типа: «отрезок, соединяющий точки на 
скрещивающихся прямых и перпен-
дикулярный этим прямым, называет-
ся их общим перпендикуляром. Дли-
на общего перпендикуляра называет-
ся расстоянием между скрещивающи-
мися прямыми».

Следует отметить, что в учебнике 
под редакцией З.А. Скопеца делает-
ся замечание, уточняющее, что дли-
на этого перпендикуляра равна рас-
стоянию между параллельными пло-
скостями, их содержащими.

Другие (А.В. Погорелов [10]; 
А.Д. Александров и др. [5]; Е.В. По-
тоскуев и Л.И. Звавич [11]) сразу 
склоняются к тому, что это расстоя-
ние следует искать как расстояние 
между параллельными плоскостя-
ми, каждая из которых содержит по 
одной из скрещивающихся прямых.

Имеются и другие точки зрения. 
Например, И.Ф. Шарыгин [12] пони-
мает это расстояние как расстояние 
от точки, являющейся проекцией од-
ной из данных прямых на перпенди-
кулярную ей плоскость до проекции 
другой прямой на эту же плоскость.

В учебнике под редакцией 
Л.С. Атанасяна [13] мы находим еще 
одно определение, отличное от всех 
предыдущих: «это расстояние между 
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одной из скрещивающихся прямых и 
плоскостью, проходящей через дру-
гую прямую параллельно первой».

Последнее определение, на наш 
взгляд, особенно удачное, так как наи-
более логично позволяет свести зада-
чу о нахождении расстояния между 
скрещивающимися прямыми к задаче 
о поиске расстояния от точки (удачно 
выбранной на одной из скрещиваю-
щихся прямых) до плоскости (содер-
жащей вторую из скрещивающихся 
прямых). При этом открываются за-
манчивые перспективы использова-
ния формулы для вычисления рассто-
яния от точки до плоскости, хорошо 
известной из курса аналитической ге-
ометрии, т.е. появляется возможность 
применения координатного метода.

Задача о нахождении расстояния 
между скрещивающимися прямыми 
является одной из труднейших за-
дач школьного курса геометрии. Это 
в определенной мере объясняет тот 
факт, что ее часто включают в содер-
жание олимпиадных задач по мате-
матике разного уровня. Кроме того, 
время от времени эта задача появля-
ется в содержании контрольно-изме-
рительных материалов профильного 
ЕГЭ по математике. 

Между тем, нахождение упомя-
нутого расстояния между скрещива-
ющимися прямыми школьниками не 
может быть успешным, если сам учи-
тель испытывает затруднения при 
решении соответствующих задач. 
Учитель — это бывший студент. Мы 
считаем, что еще со студенческой 
скамьи он должен иметь достаточ-
ный опыт работы со скрещивающи-
мися прямыми. А для этого методи-
ка изучения должна способствовать 
систематизированной, осмысленной, 
иногда и алгоритмизированной ра-

боте по поиску скрещивающихся 
прямых, изображению параллель-
ных им прямых и нахождению рас-
стояний и углов между ними. 

Отечественный методист М. Крайз-
ман (1919–1996), часто публиковав-
шийся на страницах журнала «Квант», 
заметил: «При решении задач на вы-
числение расстояния между скрещи-
вающимися прямыми полезно разли-
чать два случая: 1) скрещивающиеся 
прямые перпендикулярны; 2) скрещи-
вающиеся прямые не перпендикуляр-
ны» [14, с. 13]. Благодаря такому под-
ходу, как бы перекидывается своео-
бразный мостик, связывающий вопро-
сы о поиске угла между скрещиваю-
щимися прямыми и о вычисления 
расстояния между ними. 

Важным методическим аспектом 
изучения темы «Расстояние между 
скрещивающимися прямыми» (на 
этапе перехода от рассмотрения тео-
рии к решению конкретных задач) 
является выбор геометрического 
тела, на котором «размещаются» 
скрещивающиеся прямые.

Очевидно, что самой простейшей 
ситуацией, позволяющей доступно по-
казать соответствующие способы реше-
ния задачи, являются скрещивающие-
ся прямые, лежащие на ребрах куба. 
Подготовительным этапом является 
устное решение задач (например, на-
звать пары скрещивающихся прямых) 
на чертеже. Далее следует перейти  
к рассмотрению задач (содержащих 
частный случай), т.е. в которых одна из 
скрещивающихся прямых перпендику-
лярна плоскости, содержащей вторую 
прямую. Тут следует учитывать, что 
имеет место теорема о трех перпенди-
кулярах. Другими словами, проекция 
наклонной, концы которой лежат на 
двух скрещивающихся прямых, будет 
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обязательно перпендикулярна каждой 
из них, если одна из них лежит на пер-
пендикуляре, а вторая проходит пер-
пендикулярно наклонной.

Только после этого следует пере-
ходить к изучению ситуации, когда 
скрещивающиеся прямые не образу-
ют прямого угла. Для этого случая 
имеется пошаговый алгоритм, пред-
ложенный известным методистом 
В.С. Крамором [15, с. 162]. 

Здесь в качестве «геометрического 
остова», на котором располагаются 
скрещивающиеся прямые, могут ис-
пользоваться уже и такие тела, как 
пирамида, усеченная пирамида и др. 

Основными способами решения за-
дачи о нахождении расстояния между 
скрещивающимися прямыми являют-
ся: аналитический метод (как прави-
ло, состоящий в построении общего 
перпендикуляра, обосновании его су-
ществования и поиске его длины); ме-
тод координат; метод объемов.

При изучении скрещивающихся 
прямых в вузе, на наш взгляд, следует 
сместить акцент на применение век-
торно-координатного метода. Не лиш-
ним окажется и рассмотрение теоремы: 
«Объем треугольной пирамиды равен 
одной шестой произведения длин двух 
любых ее скрещивающихся ребер на 
расстояние между ними и на синус 
угла между ними» [16, с. 55]. Она инте-
ресна тем, что, во-первых, не упомина-
ется ни в одном школьном учебнике, а 
во-вторых, связывает два ключевых по-
нятия «расстояние» и «угол» между 
скрещивающимися прямыми.

Ясно, что каждый из этих методов 
имеет различную вычислительную 
сущность (т.е. количество выкладок 
может существенно различаться, объ-
ем самого решения (текста) может 
различаться весьма существенно, а 

также важен фактор затраченного на 
получение ответа времени).

Для разрешения обозначенных 
проблем и организации курсового 
изучения скрещивающихся прямых, 
очевидно, возможно использование 
двух путей: 

1)  изменение методики изуче-
ния скрещивающихся прямых и все-
го круга теории, с ними связанной;

2)  изменение организации пода-
чи материала.

В зависимости от того, каким 
учебником пользуется школьный 
учитель математики, он автоматиче-
ски ориентирует обучающихся на 
один из этих подходов. Как правило, 
альтернативные подходы остаются 
вне поля зрения учащихся.

В этом и состоит основная мето-
дическая проблема изучения скре-
щивающихся прямых — привязан-
ность к одной из трактовок понятия 
расстояния между скрещивающими-
ся прямыми. Поэтому в процессе об-
учения будущих учителей математи-
ки (при изучении дисциплин «Эле-
ментарная математика с практику-
мом по решению задач», «Методика 
обучения математике» и «Изучение 
школьных учебников математики») 
преподавателями вузов должен быть 
представлен весь спектр имеющихся 
на этот вопрос воззрений. Дело в 
том, что в зависимости от выбранно-
го подхода далее подбирается способ 
решения соответствующей задачи.

Не является новостью и тот факт, 
что в последнее время на направле-
ния обучения, где основой являются 
естественнонаучные, в частности, ма-
тематические знания, приходят аби-
туриенты, стереометрическая грамот-
ность которых не только оставляет 
желать лучшего, но и практически не 
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развита. В условиях обучения таких 
студентов необходимо предложить 
курс, отвечающий, как потребностям в 
начальных сведениях, на которых она 
основана, так и развивающий уже 
имеющуюся стереометрическую гра-
мотность. Мы не имеем в виду отдель-
ный вузовский курс, это невозможно в 
условиях сжатого донельзя времени 
на изучение основных дисциплин. 

Под курсом мы в данном случае пони-
маем систематическое изучение вза-
имного расположения фигур и их эле-
ментов в пространстве при рассмотре-
нии вопросов стереометрии в рамках 
подходящего основного вузовского 
курса. В частности, это может быть 
элементарная математика с практи-
кумом по решению задач, методика 
обучения математике и другие курсы.
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