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К ОРГАНИЗАЦИИ ОЛИМПИАД ДЛЯ ШКОЛЬНИКОВ
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Аннотация. В статье обобщен опыт авторов по подготовке учителя матема-
тики к организации и проведению математических олимпиад для школьников. 
Дан обзор истории и современного состояния олимпиадного движения в России. 
Проанализированы различные возможности реализации такой подготовки с уче-
том реалий современного состояния образовательной системы Российской Фе-
дерации. Рассмотрены методические особенности обучения студентов-маги-
странтов института математики и информатики Московского педагогического 
государственного университета решению и составлению олимпиадных задач 
арифметической и дискретной тематики для школьников. Приведены многочис-
ленные примеры реализации предложенного авторами подхода «решение за-
дач — тиражирование задач», обоснована методическая целесообразность его 
использования в образовательном процессе. Продемонстрированы задачи олим-
пиадного типа, рассматриваемые в ходе проведения на базе Московского госу-
дарственного университета имени М.В. Ломоносова семинаров для учителей, 
участвующих в московском городском проекте «Математическая вертикаль». 
Предложены возможные направления дальнейших исследований.
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Abstract. The article summarizes the authors’ experience in training mathematics 
teachers to organize and conduct mathematical Olympiads for schoolchildren. A review 
of the history and current state of the Olympiad movement in Russia is given. Various 
opportunities for implementing such training taking into account the realities of the 
current state of the educational system of the Russian Federation are analyzed. The 
article considers the methodological features of training master’s students of the 
Institute of Mathematics and Informatics of Moscow Pedagogical State University in 
solving and formulating the Olympiad problems of arithmetic and discrete subjects for 
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Олимпиадное движение в России: 
история и современность

Олимпиадное движение в России име-
ет глубокие корни, долгую и богатую 
историю и отмечено значительными до-
стижениями, в том числе на международ-
ной арене. В советское время олимпиады 
были направлены, прежде всего, на выяв-
ление талантливой молодежи, повыше-
ние мотивации обучающихся к углублен-
ному овладению тем или иным предметом, 
в том числе (и прежде всего) математи-
кой, на повышение престижа отечествен-
ной науки и образования на уровне миро-
вого сообщества [1].

В настоящее время олимпиады того 
или иного уровня продолжают играть су-
щественную роль в системе качествен-
ной общеобразовательной подготовки 
современной молодежи. В свете реалий 
сегодняшнего дня олимпиады хороши не 
только как творческие соревнования 
школьников по соответствующему учеб-
ному предмету, но и весьма полезны при 
проведении тех или иных отборочных 
мероприятий [там же].

В этой связи нельзя не вспомнить о го-
родском образовательном проекте «Мате-
матическая вертикаль», охватывающем 
сегодня учащихся 7–9 классов, которых 
обучают в рамках проекта на уровне, 

необходимом для дальнейшей профиль-
ной специализации, для плодотворного 
использования математики в жизни и в 
профессии. Как поступление, так и обу-
чение в классах проекта предусматрива-
ет, в том числе, участие в тех или иных 
олимпиадах. А среди показателей успеш-
ности результатов обучения (помимо сда-
чи ОГЭ на высоком уровне и прохожде-
ния специализированных диагностик 
после 7-го и 8-го классов) выделено 
успешное выступление на муниципаль-
ном этапе всероссийской олимпиады 
школьников [2].

Кроме того, сегодня победа на олимпи-
адах соответствующего уровня обеспечи-
вает льготы при поступлении в высшие 
учебные заведения России. Так, еще 
учась в девятом классе, можно поступить 
без экзаменов в Московский государ-
ственный университет имени М.В. Ломо-
носова; для этого нужно «всего лишь» 
стать призёром или победителем по соот-
ветствующему профилю заключительно-
го этапа Всероссийской олимпиады. Зна-
чительные льготы при поступлении в вуз 
дает успешное участие в таких олимпиа-
дах школьников, как «Покори Воробьёвы 
горы», «Ломоносов», «Высшая проба», 
«Физтех» и многие другие [3]. В совре-
менных реалиях мотивация такого рода 

schoolchildren. Numerous examples of implementing the “solving problems — 
replicating problems” approach suggested by the authors are presented, and the 
methodological expediency of its use in the educational process is substantiated. 
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весьма существенна для обучающихся и 
их родителей. Число желающих высту-
пить на олимпиадах для получения льгот 
при поступлении в вуз неуклонно повы-
шается. Следовательно, растет число 
школьников, получающих углубленную 
подготовку в избранной области. Это в 
любом случае полезно как для каждого 
обучающегося, так и для государства в 
целом [там же].

Подготовка к олимпиадам: пробле-
ма педагогических кадров. В связи с 
этим возникает потребность в специали-
стах, которые могут на высоком профес-
сиональном уровне подготовить широкий 
круг школьников к участию в олимпиа-
дах, по крайне мере школьного и муници-
пального уровней [4].

Конечно, в первую очередь речь идет о 
соответствующем обучении магистров 
педагогического образования, и, как по-
казывает анализ нормативных докумен-
тов, многие современные магистерские 
программы учитывают эту тенденцию [5; 
6]. Так, в учебных планах подготовки ма-
гистров по направлению подготовки 
44.04.01 «Педагогическое образование» 
(магистерская программа «Математика и 
информационные технологии») институ-
та математики и информатики Москов-
ского педагогического государственного 
университета (МПГУ) присутствуют дис-
циплины по выбору «Олимпиадные зада-
чи по арифметике» и «Нестандартные и 
исследовательские задачи по математи-
ке». Магистерская программа «Информа-
тика в общем и дополнительном образо-
вании» того же института предлагает 
обучающимся курс по выбору «Олимпи-
адные задачи по теории графов». Можно 
привести и ряд других примеров [7]. 
Впрочем, подготовка преподавателей  
высокой квалификации для современ- 
ной школы не ограничивается магистра-
турой педагогического образования. Так, 

достаточно сильных выпускников гото-
вит бакалавриат направления подготовки 
01.03.01 Математика (профиль «Препода-
вание математики») института математи-
ки и информатики МПГУ. Большое вни-
мание уделяет подготовке учителей 
Московский государственный универси-
тет имени М.В. Ломоносова (МГУ). Речь 
идет не только о подготовке специалистов 
в рамках классических и инновационных 
образовательных программ ведущего ву-
за России. Так, МГУ является одним из 
ресурсных центров проекта «Математи-
ческая вертикаль», осуществляя специ-
альную подготовку учителей, желающих 
преподавать в классах вертикали и про-
шедших предварительных отбор [2].

Методические аспекты подготовки 
магистров педагогического 
образования к организации 

и проведению математических 
олимпиад для школьников

Как показывает многолетний опыт ра-
боты автора со студентами института ма-
тематики и информатики МПГУ, при раз-
работке занятий курса, посвященного 
олимпиадным задачам, необходимо учи-
тывать два важных аспекта. Во-первых, 
нужно научить магистрантов решать 
олимпиадные задачи. Конечно, при обу-
чении в бакалавриате студенты изучали 
соответствующие разделы математики 
(арифметика, теория графов, алгебра, гео-
метрия, логика и т. д.). Но изучали они их 
в другом контексте: так, решать задачи по 
арифметике или теории графов — необ-
ходимое, но недостаточное условие для 
формирования навыка решения олимпи-
адных задач соответствующей направлен-
ности. Кроме того, в магистратуру прихо-
дят и бакалавры из других вузов, поэтому 
у обучающегося может не быть и самых 
элементарных навыков решения задач  
того или иного рода. Так что учить 
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студентов решать задачи в любом случае 
придется. Во-вторых, мы должны проде-
монстрировать обучающимся основные 
приемы «тиражирования» олимпиадных 
задач. Это, с одной стороны, поможет сту-
дентам глубже осознать теоретические ос-
новы курса и, с другой стороны, даст им 
практические навыки, востребованные в 
дальнейшей профессиональной деятель-
ности. Кроме того, как показал опыт рабо-
ты, такого рода деятельность повышает 
мотивацию студентов к изучению матема-
тики, дает им возможность почувствовать 
красоту и элегантность математических 
задач, вселяет в них уверенность в своих 
профессиональных силах [4].

Практическая реализация: 
арифметика

Рассмотрим реализацию такого подхо-
да в рамках курса по выбору «Олимпиад-
ные задачи по арифметике», который ав-
тор читает с 2015 года (следует отметить, 
что зарождение описываемой методики 
уходит корнями в 90-е годы прошлого ве-
ка, когда в учебных планах математиче-
ского факультета МПГУ присутствовала 
дисциплина «Арифметика; практикум по 
решению задач») [8–10].

Основная «математическая» идея со-
стоит в следующем: опираясь на теоремы 
элементарной теории чисел, хорошо зна-
комые студентам (те, кто не владеют тео-
рией, получают возможность быстро и 
эффективно освоить ее в ходе решения 
задач), показать, как формулировка кон-
кретной задачи может быть обобщена без 
изменения ответа и схемы решения.

Например, рассмотрим такую задачу [8].
	• Докажите, что 3n11 + 8n + 22 делит-

ся на 11 при любом натуральном n.
Поскольку 8 сравнимо с –3, а 22 срав-

нимо с нулем по модулю 11, то в рамках 
поставленного вопроса исходное выраже-
ние эквивалентно выражению 3n11 – 3n, 

или, что то же, выражению 3(n11 – n). Та-
ким образом, для решения задачи доста-
точно проверить, что n11 сравнимо с n по 
модулю 11 для любого натурального (на 
самом деле, целого) n. Данное утвержде-
ние можно проверить непосредственно, 
используя таблицу остатков по модулю 
11. С другой стороны, данный факт вы-
текает из малой теоремы Ферма: для лю-
бого целого числа n и любого простого 
числа p разность np – n делится на p.

Опираясь на свойства сравнений, мы 
можем утверждать, что для любых целых 
t, k и m число 3 сравнимо с 3 + 11t, число 
8 сравнимо с –3 + 11k, и число 22 сравни-
мо с 11m (то есть с нулем) по модулю 11. 
Другими словами, мы можем перейти к 
общей «заготовке» задачи.

	• Докажите, что (3 + 11t)n11 + (–3 + 
11k)n + 11m делится на 11 при любом 
натуральном n.

Выбирая параметры t, k и m «по вкусу» 
(например, так, чтобы полученные коэф-
фициенты имели примерно равный «раз-
мер»), мы можем построить нужное коли-
чество вариантов задачи, отличающихся 
друг от друга по формулировке, но совпа-
дающих по сути, то есть имеющих один и 
тот же ответ и одно и то же решение. Ни-
же приведены четыре примера возмож-
ных вариантов. 

	• Докажите, что 113n11 + 129n + 
10989 делится на 11 при любом нату-
ральном n.

	• Докажите, что 146n11 + 118n + 
10978 делится на 11 при любом нату-
ральном n.

	• Докажите, что 168n11 + 173n + 
11143 делится на 11 при любом нату-
ральном n.

	• Докажите, что 212n11 + 195n + 
11374 делится на 11 при любом нату-
ральном n.

В принципе, этого вполне достаточно 
для разумного тиражирования задачи. 
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Однако можно реализовать и следующий 
уровень обобщения. Пользуясь сформу-
лированной выше малой теоремой Ферма 
(точнее, ее канонической версией), легко 
получить более общую «заготовку», за-
менив n11 на n1+10u, где u — любое целое 
неотрицательное число. Действительно, 
воспользуемся основной формулировкой 
малой теоремы Ферма: для любого про-
стого числа p и любого целого n, взаимно-
простого с p, число np–1сравнимо с 1 по 
модулю p. Из теоремы немедленно следу-
ет, что nu(p–1) сравнимо с 1 по модулю p 
при любом целом неотрицательном u, и, 
следовательно, nu(p–1)+1 сравнимо с n по 
модулю p при любом целом неотрица-
тельном u. Таким образом, мы получаем 
следующую «заготовку».

	• Докажите, что (3 + 11t)n1+10u + (–3 + 
11k)n + 11m делится на 11 при любом 
натуральном n.

Еще один совершенно «бесплатный» бо-
нус. Поскольку 11m сравнимо с нулем по 
модулю 11, то на это слагаемое можно «на-
весить» все, что угодно, например, любую 
натуральную степень ng числа n. В этом 
случае «заготовка» примет следующий вид.

	• Докажите, что (3 + 11t)n1+10u + (–3 + 
11k)n + (11m)ng делится на 11 при лю-
бом натуральном n.

Заметим, что та же задача может быть 
преобразована и путем других формули-
ровок, в том числе: «Найдите остаток от 
деления 3n11 + 8n + 22 на 11»; «На какую 
цифру оканчивается 3n11 + 8n + 22 в си-
стеме счисления с основанием 11?»; «При  

каких натуральных n дробь  

является целым числом?» и т. д.
Перейдем к еще одной «заготовке», 

введя параметр r, который может прини-
мать целые значения от 0 до 10.

	• Найдите остаток от деления  
(3 + 11t)n1+10u + (–3 + 11k)n + (11m)ng +  
(r + 11h) на 11.

Такая формулировка позволит нам, ме-
няя r, варьировать ответ (но не решение) 
задачи, в этом случае выражение дает 
остаток r при делении на 11 при всех на-
туральных n.

Наконец, ничего не меняя в формули-
ровках, мы получим общую «заготовку», 
используя вместо 11 произвольное про-
стое число p.

	• Найдите остаток от деления (a + 
pt)n1+(p–1)u + (–a + pk)n + (pm)ng + (r + ph) 
на p.

В этом случае, задав простое число p, 
фиксируя величину r, выбрав ее из набо-
ра 0, 1, 2, …, p – 1 и произвольным обра-
зом варьируя целые неотрицательные па-
раметры a, t, u, k, m и g, мы получим 
целый спектр задач, имеющих одно и то 
же решение и один и тот же ответ r.

Такой подход легко реализовать в рам-
ках практически всех разделов классиче-
ской арифметики. Рассмотрим еще один 
характерный пример.

	• Найдите остаток от деления 22021 

на 7.
Анализируя последовательные степе-

ни двойки, мы убеждаемся, что 21 дает 
остаток 2, 22 дает остаток 4, и 23 дает 
остаток 1 при делении на 7. Таким обра-
зом, начиная с четвертой степени, остат-
ки начнут повторяться, и нам достаточно 
«исследовать» число 2021. Оно дает оста-
ток 2 при делении на 3, следовательно, 
число 22021 = (23)67322 сравнимо с 22, то 
есть дает остаток 4 при делении на 7. 
Опираясь на малую теорему Ферма, мы 
можем несколько обобщить решение: по-
скольку 2 и 7 взаимно просты, то 26 заве-
домо сравнимо с 1 по модулю 7 и, следо-
вательно, 22021 = (26)33625 сравнимо с 25, то 
есть дает остаток 4 при делении на 7. 
Приведенные рассуждения останутся 
верными при замене 7 на любое простое 
число p и n — на любое целое число, вза-
имно-простое с p. Тиражирование, как и 
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ранее, опирается на следующую простей-
шую «заготовку».

	• Найдите остаток от деления (2 + 
7t)2021 на 7.

Произвольным образом меняя целый 
параметр t, мы получим нужное нам ко-
личество копий уже решенной выше за-
дачи; в каждом случае ответом будет слу-
жить число 4. Следующий уровень 
обобщения будет достигнут при замене 
числа 7 произвольным простым числом p 
и двойки — любым целым числом, не де-
лящимся на p.

Очень красивые задачи можно полу-
чить, пользуясь арифметикой остатков 
при построении неопределенных уравне-
ний второй и высших степеней, не имею-
щих решений в целых числах. Так, не-
трудно проверить, что квадрат целого 
числа не может давать остатка 2 при де-
лении на 3. Следовательно, уравнение x2 

= 3y + 2 не имеет целых решений (x, y). 
Используя свойства сравнений по моду-
лю 3, мы немедленно получаем следую-
щую простейшую «заготовку» для тира-
жирования соответствующей задачи.

	• Найдите все целые решения (x, y) 
уравнения x2 = 3ty + (2 + 3m).

При построении копий можно произ-
вольным образом варьировать целые па-
раметры t и m. Впрочем, в рамках данной 
задачи потенциал для обобщений практи-
чески неисчерпаем. Приведем еще одну 
заготовку, в которой можно менять произ-
вольным образом целые параметры u и t и 
натуральные параметры k и g.

	• Найдите все целые решения (x, y) 
уравнения (3u + 1)x2k + 3tyg + (3m + 1) = 0.

На эту тему можно говорить очень 
долго; мы ограничимся приведением 
еще двух примеров аналогичных зада-
ний из контрольной работы для слушате-
лей курса.

	• Докажите, что число 	  
2999999999929999999999 + 1 делится на 30. 

Обобщите задачу. Получите 4 варианта 
задачи, используя ваши обобщения.

	• Найдите все простые числа p, для 
которых число 7p2 + 8 является про-
стым. Придумайте (или найдите) ана-
логичную задачу и решите ее. Обобщи-
те вашу задачу. Получите 4 варианта 
задачи, используя ваши обобщения.

Следующий этап работы — подготовка 
индивидуального исследовательского 
проекта (ИИП). Студентам предлагаются 
темы для методических разработок, на-
пример: «Последняя цифра», «Четность и 
нечетность», «Задачи с факториалом», 
«Аддитивные задачи с простыми числа-
ми», «Задачи с единицами», «Неопреде-
ленные уравнения: игры с остатками», 
«Простые алгоритмы». Каждый студент 
выбирает одну из представленных тем 
или свою тему, связанную с арифмети-
кой. Пользуясь предложенными препода-
вателем и самостоятельно найденными 
источниками, студент подбирает 5 задач 
олимпиадного типа, решение каждой из 
которых основано на идеях и утвержде-
ниях, используемых в выбранном разделе 
арифметики. «Олимпиадность» задачи — 
характеристика в определенной мере 
субъективная — определяется ее форму-
лировкой, как правило, имеющей тексто-
вый характер с элементами заниматель-
ности. В качестве отчета студент 
предоставляет преподавателю файл, со-
держащий подробное обоснованное ре-
шение выбранных пяти задач. Для каж-
дой из задач должен быть проведен 
анализ возможностей ее «тиражирова-
ния». На основе этого анализа студент 
разрабатывает общую «заготовку», по-
зволяющую построить 4–5 «копий» базо-
вой задачи. Для каждой «заготовки» ав-
тор проекта представляет одно общее 
решение, включающее в качестве част-
ных случаев решения всех представлен-
ных в блоке заданий. После обсуждения 



177

4 / 2021 ПРЕПОДАВАТЕЛЬ ХХ
ВЕК

Содержание и технологии образования

результатов исследования с преподавате-
лем и (в случае необходимости) их кор-
ректировки, студент представляет резуль-
таты исследования в ходе доклада с 
презентацией.

Практическая реализация:  
теория графов

Курс по выбору «Олимпиадные задачи 
по теории графов» был разработан одним 
из авторов недавно, в 2020/21 учебном го-
ду. Несмотря на возникавшие в ходе рабо-
ты проблемы, связанные со спецификой 
тематики (широкий разброс используе-
мых методов дискретного анализа, жест-
кая зависимость свойств тех или иных 
графов от их параметров, осложняющая 
возможное тиражирование, неразрабо-
танность «школьной» теории графов и 
др.), в целом реализовать описанный вы-
ше подход «обучение решению задач — 
обучение тиражированию задач» удалось 
[11–13].

Рассмотрим несколько примеров. В ря-
де задач, связанных с типом графов (пол-
ный граф, дерево, планарный граф и др.) 
или базовыми характеристиками графов 
(степени вершин, соотношение между на-
бором степеней вершин и числом ребер и 
т. д.), тиражирование становится почти 
тривиальным, поскольку теоретические 
утверждения, которые лежат в основе ре-
шения, верны для графов на любом числе 
вершин. В этом случае дополнительные 
возможности мы получаем, меняя «сю-
жет» формулировки. Например, рассмо-
трим следующую задачу.

	• Рядом со школой волшебников 
Хогвартс было 16 деревень, между не-
которыми из которых были проложе-
ны дороги. Известно, что из каждой 
деревни можно попасть в любую дру-
гую, притом по единственному марш-
руту. Сколько дорог было рядом с вол-
шебной школой?

Эта задача связана с темой «Деревья». 
Зная соотношение между числом вершин 
и числом ребер произвольного дерева, мы 
можем утверждать, что рядом с волшеб-
ной школой было 15 дорог. Простейшая 
«заготовка» получается при замене 16 на 
произвольное натуральное число n. По-
скольку дерево на n вершинах имеет ров-
но n – 1 ребро, то ответ данной задачи:  
n – 1. Заменяя дороги на авиалинии, теле-
фонные сети, обмен письмами и т. д., мы 
получаем достаточно возможностей для 
тиражирования.

Другой пример.
	• В США имеется 50 штатов. Каж-

дый из них соединен с каждым другим 
штатом дорогой. Какое наибольшее 
число дорог можно закрыть на ремонт 
так, чтобы из каждого штата можно 
было проехать в любой другой?

Эта задача связана одновременно с тема-
ми «Полный граф» и «Деревья». Поскольку 
число ребер полного графа на n вершинах 
равно n(n – 1)/2, а число ребер дерева на n 
вершинах равно n – 1, то, вычитая из пер-
вой величины вторую, мы получим ответ  
(n – 1)(n – 2)/2. В частности, при n = 50 от-
ветом является число 1176. Как и ранее,  
тиражирование заключается в замене кон-
кретного числа 50 произвольным натураль-
ным числом n, однако используемая модель 
значительно интереснее предыдущей. За-
меняя Соединенные Штаты другой (реаль-
ной или воображаемой) страной или карди-
нально меняя сюжет (очень удобно ввести в 
рассмотрение, например, схему метро), 
можно построить достаточное количество 
копий первоначальной задачи.

Рассмотрим еще одну задачу, более ин-
тересную с точки зрения нашего подхода.

	• На школьном балу каждый маль-
чик станцевал с тремя девочками, а 
каждая девочка — с четырьмя мальчи-
ками. Сколько мальчиков пришло на 
бал, если всего было девять девочек?
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В данном случае мы имеем дело с те-
мой «Двудольные графы». Решение зада-
чи сводится к анализу двудольного графа, 
одна из долей которого содержит x, а дру-
гая — y вершин, причем степень каждой 
вершины первой доли равна трем, а вто-
рой — четырем. Поскольку количество 
ребер графа не зависит от того, каким об-
разом оно подсчитано, мы получаем урав-
нение 3x = 4у; в нашем случае y = 9 и, 
следовательно, x = 12. На первый взгляд 
простейшее обобщение состоит в замене 
чисел 3 и 4 параметрами 3n и 4n, где n — 
любое натуральное число. Однако в этом 
случае нужно внимательно следить за 
третьим числом 9: уже при n = 3 мы вый
дем за пределы используемой в первона-
чальной формулировке модели. А вот ес-
ли заменить любыми параметрами 3n и 
9n величины 3 и 9, то такого сбоя не про-
изойдет, и ограничения на n будут связа-
ны только с текстом задачи: видимо, с 40 
девочками станцевать каждому мальчику 
за один вечер все же не удастся. Впрочем, 
изменения, как и ранее, возможны путем 
модификации сюжета.

Рассмотрим «заготовку», основанную 
на предыдущей задаче, в условиях не-
сколько иной сюжетной модели.

	• В школе олимпийского резерва 
каждый хоккеист дружит с 3n гимнаст-
ками, а каждая гимнастка дружит с 4 
хоккеистами. Сколько хоккеистов учит-
ся в школе олимпийского резерва, если 
в ней учится 9n гимнасток?

Решение каждой из полученных задач 
будет одним и тем же; одним и тем же  
будет и ответ: 12. Если позволить моди-
фикацию всех трех присутствующих в 
условии числовых величин, заменяя до-
полнительно 4 параметром 4k, то схема 
решения не изменится, но «на выходе» 
мы получим ответ 12k. Возможны и  
дальнейшие обобщения, которые потре-
буют лишь минимального внимания к 

структуре используемой модели. Приве-
дем три дополнительных примера.

	• На физико-математической кон-
ференции каждый физик общался ров-
но с двумя математиками, а каждый 
математик — ровно с тремя физиками. 
Кроме того, известно, что на конферен-
ции выступал 31 докладчик, а для раз-
мещения участников было использова-
но 19 двухместных столов. Сколько 
человек участвовало в конференции?

	• Несколько шестиклассников и се-
миклассников обменялись рукопожа-
тиями. При этом оказалось, что каж-
дый шестиклассник пожал руку семи 
семиклассникам, а каждый семикласс-
ник пожал руку шести шестиклассни-
кам. Кого было больше — шестикласс-
ников или семиклассников?

	• На 8 марта каждый из 10 мальчи-
ков подарил по цветку 8 одноклассни-
цам. Известно, что каждая девочка по-
лучила по 5 цветков. Сколько в классе 
девочек?

Пользуясь приведенными выше рас-
суждениями, заинтересованный читатель 
легко решит каждую из задач и найдет 
свои возможности для ее тиражирования.

В отличие от арифметики, в теории 
графов достаточно часто можно столк
нуться с ситуацией, когда изменение то-
го иди иного параметров в целях тиражи-
рования приводит к разрушению модели 
и, как следствие, к грубым ошибкам в 
формулировках полученных заданий. 
Приведем один из таких примеров. Рас-
смотрим задачу, которая достаточно часто 
встречается в сборниках занимательных 
задач по теории графов, в тренировочных 
материалах, посвященных подготовке к 
олимпиадам того или иного уровня (на-
пример, ее можно найти на сайте 
МЦНМО) [11; 12].

	• В компании из семи мальчиков 
каждый имеет среди остальных не 
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менее трех братьев. Докажите, что все 
семеро — братья.

Для решения достаточно предполо-
жить, что мальчики, не являющиеся бра-
тьями, в компании существуют. Предпо-
ложим, что Вася и Петр не являются 
братьями. Тогда по условию задачи каж-
дый из них имеет среди оставшихся пяти 
мальчиков, по крайней мере, по три бра-
та. Но в этом случае у них есть общий 
брат, что приводит нас к противоречию. 
Итак, любые два мальчика из описывае-
мой в задаче группы являются братьями.

Очень хочется обобщить задачу, заме-
нив величину 7 величиной 7n и, возмож-
но, величину 3 величиной 3n. В отличие 
от рассмотренных выше примеров, ни 
переход к параметру 7n c сохранением ве-
личины 3, ни переход к двум новым пара-
метрам 7n и 3n не спасут ситуацию. 
В первом случае достаточно рассмотреть 
граф, состоящий из n несвязных компо-
нент, каждая из которых представляет со-
бой 3-регулярный граф на 7 вершинах 
(или любой 3-регулярный несвязный 
граф на 7n вершинах, содержащий хотя 
бы одну такую компоненту). Во вто-
ром — построить 3n-регулярный граф на 
7n вершинах, содержащий в качестве 
компоненты полный граф на 3n + 1 вер-
шине.

В качестве тем ИИП курса, посвящен-
ного олимпиадным задачам теории гра-
фов, были выбраны и удачно реализова-
ны следующие: «Степени вершин графа», 
«Эйлеровы графы», «Графы с цветными 
ребрами», «Деревья в работе», «Лабирин-
ты», «Плоские графы», «Двудольные гра-
фы», «Ориентированные графы», «Графы 
и бинарные отношения», «Графы и логи-
ческие задачи», «Графы и комбинатори-
ка» [7].

Конечно, успехи в рамках внедрения 
предлагаемого нами подхода при изуче-
нии студентами теории графов пока очень 

скромны. Но начало положено, и, без со-
мнения, через несколько лет мы сможем 
поделиться с педагогической обществен-
ностью наработками, представляющими 
собой полноценную дидактическую мо-
дель, опирающуюся на весомую теоре-
тическую базу и располагающую широ-
ким спектром практических предложений 
по всем разделам элементарной теории 
графов.

Московский государственный 
университет как ресурсный 

центр проекта «Математическая 
вертикаль»

Московский государственный универ-
ситет, являясь признанным флагманом 
высшего образования России, одним из 
ведущих мировых образовательных и на-
учных центров, вносит значительный 
вклад в подготовку отечественных специ-
алистов различной направленности. 
В частности, именно из стен мехмата 
МГУ вышел целый ряд ведущих россий-
ских педагогов-математиков. Для анализа 
их вклада в развитие математического об-
разования в России в целом и олимпиад-
ного движения, в частности, потребуется 
отдельная статья, если не серьезный на-
учный труд. В рамках нашей тематики мы 
коснемся лишь одного, но существенного 
с точки зрения реалий сегодняшнего дня 
вопроса, к практической реализации ко-
торого имеет непосредственное отноше-
ние один из авторов статьи. Дело в том, 
что Московский университет (Центр ма-
тематического творчества при МГУ) яв-
ляется одним из ресурсных центров го-
родского проекта Москвы в области 
образования «Математическая верти-
каль» [2]. В классах проекта учатся дети, 
прошедшие специальный конкурс. Чтобы 
преподавать в этих классах, учителя так-
же должны пройти тестирование. Среди 
прошедших тестирование учителей есть 
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большой запрос либо на обновление и 
углубление знаний по тем или иным те-
мам, изучавшимися ими ранее, либо на 
освоение новых для них разделов, вос-
требованных в рамках проекта. Кроме то-
го, для проекта созданы новые интерес-
ные учебники (есть положительные 
отзывы от самих учителей), в которых в 
качестве задач для самостоятельной под-
готовки школьников представлено много 
задач с муниципального (как минимум) 
тура Всероссийской олимпиады; конечно, 
учителя должны уметь их решать и, сле-
довательно, их нужно этому научить [1]. 
Один из авторов статьи имеет большой 
опыт практической работы с учителя-
ми — участниками проекта, желающими 
повысить свой профессиональный уро-
вень. На семинарах, проводимых под эги-
дой Центра математического творчества, 
рассматриваются важнейшие темы курса  
математики, в том числе «Делимость»; 
«Доказательство неравенств»; «Дополни-
тельные построения, связанные с парал-
лелограммом»; «Последовательности и 
прогрессии»; «Геометрия в негеометри-
ческих задачах»; «Метод математической 
индукции»; «Метод координат»; «Углы, 
связанные с окружностью».

Приведем примеры некоторых задач.
	• Найдите наименьшее значение 

суммы |a| + |a + 1| + |a + 2| + ... + |a + 100|.
(Тема «Геометрия в негеометрических за-
дачах»; в данной задаче возможность эле-
ментарного тиражирования почти оче-
видна).

	• Решите в натуральных числах 
уравнение x3 + y3 + 1 = 3xy. (Тема «Дока-
зательства неравенств»; указанная те-
ма — не опечатка; предполагается рас-
смотреть решение, опирающееся на 
неравенство Коши).

	• Найдите наименьшее значение 
выражения x2 + y2, если 3x + 4y = 12. 
(Тема «Метод координат»; здесь, и это 

крайне существенно, есть два решения: 
алгебраическое и геометрическое).

	• Докажите, что точка F пересече-
ния продолжения биссектрисы AD с 
окружностью, описанной около треу-
гольника ABC, равноудалена от центра 
вписанной окружности и двух других 
вершин B и C треугольника. (Тема 
«Углы, связанные с окружностью»; как 
правило, именно геометрические задачи 
плохо поддаются тиражированию).

	• Найдите f(…(f(f(6)))), где f(x) =  
0,2x + 4. (Тема «Функции»; поскольку 
композиция функций берется n раз, то 
возможность элементарного тиражирова-
ния, как и в первой задаче, очевидна).

Заметим, что все представленные зада-
чи (кроме геометрической) хорошо тира-
жируются. Хотя в рамках семинаров для 
учителей мы не ставим перед собой зада-
чи обязательно научить слушателей ос-
новным приемам составления задач 
(главной целью является обучение их ре-
шению), мы так или иначе постоянно об-
ращаем на эти вопросы внимание. Так, 
хорошо известны случаи, когда даже в за-
даниях заочного тура олимпиад по геоме-
трии в некоторых (не всех) вариантах 
«проскакивали» невозможные ситуации, 
связанные как раз с неудачными попытка-
ми тиражирования нескольких копий од-
ной и той же базовой задачи; в процессе 
обучения мы всегда обращаем на такие 
случаи особое внимание.

Заключение
Анализ результатов практической ра-

боты авторов по подготовке учителей ма-
тематики к организации и проведению 
математических олимпиад для школьни-
ков позволяет судить о ее эффективности. 
Можно утверждать, что традиции фунда-
ментального образования, уже не одно 
столетие практикуемого на механико-ма-
тематическом факультете МГУ, более ста 
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лет внедряемого на математическом фа-
культете (с 2018 года — Институт мате-
матики и информатики) МПГУ, благопо-
лучно выдерживают испытания новыми 
веяниями и тенденциями, оставаясь не-
зыблемыми в своей основе.

В качестве перспективных направле-
ний дальнейшей работы в этой области 
можно выделить создание соответствую-
щего учебно-методического обеспечения 
для реализации подхода «обучение реше-
нию задач — обучение тиражированию 
задач» в рамках других содержательных 
линий предметной подготовки магистров 

педагогического образования (логиче-
ской, стохастической, криптографической 
и т. д.), внедрение элементов этого подхо-
да в систему повышения квалификации 
практикующих учителей, знакомство с 
соответствующими приемами старше-
классников, углубленно изучающих мате-
матику [14–16].

Несомненный интерес представляет и 
создание в рамках учебно-исследователь-
ской работы студентов практико-ориенти-
рованных разработок, направленных на 
другие аспекты фундаментализации школь-
ного математического образования [17; 18].
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